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IN T.R O D U Ç Ã O 
A forma original do Teorema do núrner.o de zeros, o 
HILBERT NULLSTELLENSATZ é que se a polinomial f(x1 ,x2, ...• x,) 
se· a'nula em todos os zeros de um ideal I C K[ x 1 ,x2 , ... ,xn] 
·(K_corpo) então alguma potência de f está em I. Com base 
nesse resultado .pode- se. éstabelecer uma correspondência 
bi-unívoca entre ideais max~rnais de: ·K[ x 1 ,x2 , ... ,xn] e p~m -
tos do espaço afim n-dimensional sôbre o fêcho. algébrico 
de K. {A. lO) 
Usando essa correspondência o HILBERT NULLSTELLEN-
SATZ pode ser reenunciado do seguinte modo: " A interseC -
ção de todos os ideais maximais que contelJl I_ é o radical 
de~ I". Se considerarmos o anel quocient·e K[-x1 ,x2 ,: •. ,xn] /I 
então ê evidente que coincidem os conceitos de radical de 
Jacobson e de nilradical 1 • Assim K[x1 ,x2 , ...• xn] -e um e-
xemplo de uma classe de aneis A tal que em A/I (I um ide-
al qualquer) as duas noções de radical coincidem. Como ve-
remos posteriormente (secção 3.3) este fato implica no 
HILBERT NULLSTELLENSATZ '. Se A é um anel arbitrário 
desta classe, e desde que o radical dum ideal I de A é a 
intersecção dos ideais primos que o contem, é evidente 
que todo ideal primo de A é uma intersecção de ideais ma-
ximais de A. 
• (i) 
(1) Por esse motivo alguns autores [ 2] denominam os anéis no 
·qual essa propriedade vale de ANEL DE JACOBSON. 
(,) Por esta razão tais anéis sao·chainados ANEIS DE HILBERT. 
Passamos agora a. fazer rápidos comentários a respei-
to do conteudo de cada capítulo deste trab.alho: 
CAP!TULO 1: Foram colocados neste capítulo quase todos os 
resultados necessários ·ao desenvolvimento do texto. ·Entre 
êles' constam resultados referentes a anéis e idéais. anéis 
~e polinômios e séries formais, dependência integral, cor• 
pos e anéis noetherianos. 
CAPITULO 2: .Consiste de dois paragrafos: 
. G-DOM!NIOS: Observando que um ide·al maximal de' 
K[x1 ,x2 •.. :,xnl (K corpo) tem contração nula ·em K, isto é, 
M n K = (O) seM ê o ideal maximal em -questão, co-nsiderare-
mos todos os domÍnios A tal· que vale igual. resultado (2 .1.15). 
Em honra a OSCAR GOLDMAN tais domínios sao chamados G-DOM!-
NIOS •. São apresentados vários exemplos de G-domínios, bem 
como várias condições equivalentes. São estudadas as exten 
soes de G-domínios bem como as relações com os anéis de po-
linômios correspondentes. 
G- IDEAIS: São estudados os ideais dum ·anel A 
que sao contrações de ideais maximais de A[x]. Esses ide 
ais são chamados G-IDEAIS e observamos que o quociente A/I 
é um G-domínio. À luz do novo conceito reformulamos o teo-
rema de Krull sobre o nilradical. 
CAPITULO 3: Consiste de 3 parágrafos. 
(i i) 
ANEIS DE HILBERT: Neste trabalho definimos anel de 
HILBERT como aquele em que todo G-IDEAI1 ê maximal. Provamos 
no decorrer da secção a equivalência entre nossa definição 
e a origi_nal de Goldman. Encerramos o parágrafo com a de -
mons·tração de que o anel das séries formais não é um anel 
·de Hilbert. 
.ANEIS DE HILBERT NOETHERIANOS: Examinamos quando um 
anel noetheriano ê um anel de Hilbert. A ferramenta básica 
-e o Teorema do Ideal Principal de Krull. 
HILBERT NULLSTELLENSATZ: Este parágrafo é dedica-
do a este problema tradicional. 
APbNDICE: Tratamos de alguns temas elementares da Geometria· 
Algébrica, fundamentalril.ente as versões ge9mê_tricas do HIL-
BERT NULLSTELLENSATZ e o corolá-rio A. lo- sobre a correspon-
dência entre ideais maximais de K[x1 ,x2 •... ,xn] onde K é 
um corpo algebricamente fechado,e pontos de Kn. 
(iii) 
• 
CAPÍTULO I 
PRELIMINARES 
Muito embora neste trabalho suponhamos um conhecirnen 
to da·teoria dos ANtiS, CORPOS, MCDULOS e ALGEBRAS, daremos 
neste Capitulo algumas definições e enunciaremos alguns resul 
tados necessários ao desenvolvimento d·os capítulos seguintes, 
cujas demonstrações sao enc:ontr.adas segundo as referências in 
dicadas. _. 
l.l AN~IS E IDEAIS 
1. l.l DEFINIÇÃO 
Sob a designação ANEL entendererr,os um .anel comutati-
vo com .elemento unidade, isto é, (A,+,.) é um anel se: 
i) (A,+) é- um g~upo abeliano; 
ii) (A,.) e um semi~grupo comutativo c-arn elemento u-
nidade; e 
iii) a{b + c) = ab + ac para todo a,b,c E A. 
l.l. 2 DEFINIÇÃO 
o anel A é um DOMÍNIO ( ou anel de integridade) se, 
e somente se, vale a seguinte regra: 
v a,b,c E A, ab-= ac ~ b =c 
l.l. 3 DEFINIÇÃO 
Um subconjunto I do anel A e um IDEAL de A se, e so 
mente se : 
i) V a,b ·E I, a - b E I 
ii) V a E I, V b E A, ab E I 
l. l. 4 DEFINIÇÃO 
Um ideal P do anel A é PRIMO se, e soment.e se: 
ab E P ~ a E P ou b E P 
• 
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• 
1. 1. 5 DEFINIÇÃO 
Um ideal M do anel A é MAXIMAL se, e somente se para 
p prirro, M c P C A ~ M = P ou M = A isto e, 
não existe nenhum ideal próprio entre M e A. 
l.l. 6 PROPOSIÇÃO [ 1 I 
i) Todo anel nao nulo possu~ ao menos um ldeal rnà-
ximal;. 
ii) Se I é um ideal próprio do anel A então existe um 
ideal maximal M que contem, I. 
1.1.7 PROPOSIÇÃO D I 
tal que 
i) Sejam 
I cU Pi 
P 1 ,P2 , .•. , Pn ideais primos e I um ideal 
(i =_1,2, ... ,n.). Então I c P., para algum , 
ii) ·sejam r 1 ,r 2 , ... ,In ideais de A e P um ideal pri 
mo de A tal que 
p ;o n Ij 
P ~I. para algum j. 
J 
1.1. 8 DEFINIÇÃO 
(j= 1,2, ... ,n}- então 
Seja A um anel. O NILRADICAL de A é o conjunto 
N(A) = (X E Ai 3 nE N com xn = 0} 
l.l. 9 PROPOSIÇÃO [ 1 I 
Se A é um anel então N(A) é um ideal de A igual a 
intersecção de todos os ideais primos de A. 
1.1.10 DEFINIÇÃO 
Seja A um anel. O RADICAL de JACOBSON de A (J(A)) 
é a intersecção de todos -os ideais maximais de A. 
1.1.11 PROPOSIÇÃO [ 1] 
x E J (A) se, e somente se 1 - xy é unidad-e de A 
para todo y E A. 
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1.1.12 DEFINIÇÃO 
Seja I um ideal de A. O RADICAL de I é o conjunto 
r{I) = {x E AI 3 n E N com xn E I} 
1.1.13 COROLÂRIO 
Se A é um anel, I um ideal de A.então: 
r(I) = N(A/I) =nP. 
' 
onde cada P i é prim~ e çontem I-. 
DEMONSTRAÇÃO:" 
Imediata se considerarmoS {1.1.8) e (1.-1.12)_ 
1.1.14 DEFINIÇÃO 
Sejam A e B anéis. Uma função~: A.~ B tal que 
i) <P (a + b). = <!>(a) + <1 (b) , v a,b E A 
ii) o(ab) = ó(a)çl(b) , V a,b E A e 
iii) "'(1) = 1 
e chamada ·um HOMOMORFISMO de anéis. 
1·.1.15 PROPOSIÇÃO [ 6 ] 
Sejam A e B anéis e~: A ~ B um homomorfismo so-
brejetor com núcleo N. Então existe uma correspondência biu 
nívoca que preserva a ordem entre ideais de B e ideais de A 
que contem N. Tal correspondência associa ideais primos a -
ideais primos e ideais maximais a ideais maximais. 
1.1.16 DEFINIÇÃO 
' 
Um subconjunto S do anel A é um SISTEMA MULTIPLICA-
TIVO FECHADO se, V s, t E S "* st E S. ( 0 f/. S, 1 E S ) 
Exemplos: 
1) Se P é um ideal primo de A, então S = A - P é um sistema 
multiplicativo fechado: 
2) Se x E A não é nilpotente então {xn: n ~O } é um sistema 
multiplicativo fechado. 
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• 
1.1.17 PROPOSIÇÃO [7] 
Seja A um anel e. S c A um si_sterna multiplicativo fe-
chado. Se P é um ideal de A, maximal com respeito a exclusão 
de s, (isto é, P n s = ~ e se Q ~ P então Q n S ~ 0 ) então 
P é primo. 
Observação: Se s c A é um sistema multiplicativo fecha~o e I 
é um ideal de A tal que I n S = ~ então urna aplicação do le-· 
ma de Zorn nos possibilita "extender" I a um ideal P maximal 
com respeito a exclusão de S, e cc:>ns_eq_uentemente a um idéaL 
primo; 
1.1.18 PROPOSIÇÃO [7] 
Seja A um anel, I um idéal de A e I c P um ideaL 
pr.imo·de A. Então _P pode ser '1 reduzido" a um primo minimal· 
entre todos os ideais primos contendo I. 
1.1.19 LEMA 
Seja A um anel, P = (p) um ideal primo principal ·e· 
J = n Pn . Se J = (O) então P é rninimal. 
I 
DEMONSTRAÇÃO: 
Seja Q um _ideal primo tal que Q ;P. Então p ~ Q. 
Afirmamos que Q C J = (O). Realmente, se q E Q CP 
temos q = pq1 E Q o que acarreta q 1 E Q, já que p ~ Q. Nova-
mente, q 1 = pq 2 coro q 2 E Q e assim sucessivamente. 
Mas então, 
... 
e portanto ~ (O) 
1.1.20 DEFINIÇÃO 
Sejam: A um anel e S C A um sistema multiplicativo 
fechado. O ANEL DE 
s-1A 
FRAÇ5ES de A por s é o conjunto 
= {~ , a E A, s E S} 
s 
-
.munido das operaçoes: 
a b at + bs 
s + t = st 
-4-
e 
a b ab 
s "t = st e onde 
vale a seguinte relação: 
a b 3 S = t ~ s' E S com s' (at - bs) = D 
com as ~efinições acima pode-se prOvar que 
e um anel comutativo com elemento unidade. Ver [ 11 
1.1,21 OBSERVAÇÔES 
-1 . (S A,+-,.) 
i) Se P é um ~deal primo de A e S = A .- P entãO es-
. -1 
cre.vemos AP ao inve~ de S A; 
ii) Se A é um domínio e S =A- {O} então s-lA é _o 
·CORPO de FRAÇÔES de A. 
1,1,22 DEFINIÇÃO 
O.anel A e um ANEL LOCAL se A tem um único id~al ma-
ximal. 
1.1. 23 LEMA 
Se P é um ideal primo de A então o· anel ~ é -local. . 
DEMONSTRAÇÃO: 
Seja Pp = {: , a E P e s ~ P} • Facilmente se veri-
fica que PP é um ideal de AP. Se um elemento de ~ não é ele 
mento de Pp então é uma unidade de ~· 
Assim PP é a único ideal maximal de Ap· 
1.1.24 PROPOSIÇÃO 
Seja A um anel local com ideal maximal M. Então a E A 
e uma unidade de A se, e somente se a 9 M . 
DEMONSTRAÇÃO: 
Imediata, considerando (1.1.22) e (1.1.11) 
l.l. 25 PROPOSIÇÃO [ 1 ] 
Seja A um anel e S um sistema multiplicativo fechado 
de A. Então existe uma correspondência biunivoca entre ideais 
primos de s-1A e ideais primos de A que não interceptam S. 
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1.2 ANtiS DE POLIN~MIOS e o ANEL DAS S~RIES FORMAIS. 
l. 2 .l DEFINIÇÃO 
Um ideal I do anel A é chamadO PRINCIPAL se, e somen-
te se, existe a E A com 
I = aA = {axl X E A} 
Um domínio A chama-se DOM!NIO PRINCIPAL (P.I.D.) se, e 
somente se todo ideal de A é principal. 
l. 2. 2 DEFINIÇÃO 
Um domínio A e um DOM1NIO de FATORIZAÇÃO ÚNICA (UFD) 
( ou tambem ANEL FATORIAL) ser todo elemento não nulo de A, 
ou é unidade ou pode ser escrito como um produto_finito de ele 
mentes irredutíveis de A, ·de modo único. 
l. 2. 3 PROPOSIÇÃO [ lO] 
Se A é um P.I.D. então A e um U.F.D. · 
1.2.4 PROPOSIÇÃO [6] 
Seja A um P.I.D. e I f (O) um ideal de A. As seguin-
tes alternativas são equivalentes: 
i) I é um ideal primo; 
ii) I é um ideal maximal; 
iii) I ~ pA, p um elemento irredutível de A. 
l. 2. 5 COROLÂRIO 
Seja A um P.I.D. e L= {p E A, p irredutível}. Se 
L e infinito então ~LpA = (0). 
DEMONSTRAÇÃO: 
Como A é um P.I.D. temos que A é um U.F.D. Se x F O, 
x F ~ é elemento de 
{,dpA 
então, por um lado x tem um número finito de fatores irredutí-
veis e por outro todo elemento de L é fator de x, uma contra-
dição 
1.2.6 PROPOSIÇÃO [6] 
Se K é um corpo então K[xJ, o anel dos polinômios com 
coeficientes em K, e um P.I.D . 
• 
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1.2.7 PROPOSIÇÃO 
Se K é um corpo então K[x] t~m uma infinidade de ide-
ais primos. 
DEMONSTRAÇÃO: 
K[x] é um P.I.D. (1.2.6) portanto é um U.F.D. (1.2.3) 
Suponha que ptK[x], p2K[xl, ... , pnK[x] sejam todos 
os ideais primos de K[x]. Então pt, p2, ~··r Pn são irredutí-
veis em K[x] (1.2.4). 
Considere p = PtPl .... p + 1 
. n Concluimos que p -e 
i~redutivel e conseguentemente -pK[x] é um ideal primo, distin 
to dos acima citados, 'uma contradição. 
1. 2. 8 DEFINIÇÂO 
seja A um.anel. o ANEL das S~RIES FORMAIS com coefici 
ente em A é o conjunto: 
00 • 
A[x I ={~aix1 , ai E A} 
Por questão de con.veniência, se 
n f =· a
0 
+ a1 x + . . . + a x + • oo .n . 
é um elemento de A[ X], escréveremos . { ve~ [ 11) ·) 
•• o + 
n-1 
anx + . . • E A[ x TI 
1.2.9 PROPOSIÇÃO 
Um elemento f = af + xf 1 de A[x] é urna unidade de 
A[x] se, e somente se, af é uma unidade de A. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Se f é uma unidade de A[x] então existe g ~ ag + xg1 
em A[x] tal que donde 
-Por outro lado, suponha que f = af + xf1 onde af e 
urna unidade de A. Sem perda de generalidade podemos supor que 
af = 1. Assim, f= 1 + xf1 . 
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• 
Seja b = -xf 1 , isto é, f = 1 - b 
~ . 
Como ~b'E AI x I com ci e A. 
Para um n E N arbitrário, seja:-
n . 
f.Icix~-= 
= (1.-
00 • 
- Ic.x'l 
n+l ~ · 
t'Q • ., • 
f.lib 1 - Ic.x'l . 
n+l n+l~ 
Çlaramente, ·o menor expoente de x nesta Última ex-
pressao é maior que n. 
00 • 
Então, existe E A[ X I tal q_ue f.kcix~ .= 1 
portanto f é uma unidade de A[x] • 
1.2.10 LEMA 
Se P é um ideal primo de A então 
00 
P* ={ zaixi E A[X] , ai E P} 
é um ideal primo de A[x] . 
DEMONSTRAÇÃO: 
e 
Claramente, P* e um ideal de A[ x] • Se f ,g E Ali X I 
tal que fg E P* e f '7 P* egf7P*. Então existem j ,kE N tal 00 
que se f = Iaix i então o/ P mas, aj a.E p i < j para e 
' 
00 
se g = Lbixi então bk ~ P mas, biE P para i < k. 
Mas então: 
. i+k 
fg = a 0 b0 + (a0 b 1 +. a 1b 0 ) x + ••• + (a0 bj+k + ... + aj~>y.+ ••• )X"' 
+ • • • E P* e portanto 
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a0 bj+k + •.. + aj-l~+l + aj~ + aj+l~-l + .•• + aj+kbo E P e corno 
a 0 ,a1 , ..• ,aj-l'bj_1 , .•. ,b0 E P segue que, ajbk E p o que é 
absurdo pois aj 1 P e bk 1 P 
1.2.11 PROPOSIÇÃO 
·Existe uma correspondência biunivoca entre ideais 
maximais M de A e ideais maximais M de A[ x -] tal que !i ~ M 
Se, e somente se, M = < M,X). 
DEMONSTRAÇÃO: 
S!3j a M um ideal maximal. de A". Então 
A[ X I I { !:'·X ) = A/!:! 
donde <M,x} é um iqeal maximal de A[x] . 
SejaM Um ideal maximal de A[x] e considere 
M = {a E A : a + xf E M, onde f E A[ X]} 
g facil ver que ~ é um ideal de A. Provemos que e 
maximal. SeM 'f A, então MC<!:!,X) e daí. M := <~,x >pois M é 
maximal; SeM= A segue que 1 + xf EM. torno-1 + xf é unida-
de -de A[ x ], deveria ser· M = A[_x] , urna contradiçãO. 
1.2.12 DEFINIÇÃO 
O COMPRIMENTO de uma CADEIA de ideais primos de um 
anel A é n se: 
c p 
n 
(inclusão estrita) 
onde n é finito e Pi é um ideal primo de A. 
1.2.13 DEFINIÇÃO 
A DIMENSÃO de KRULL do anel A, que denotaremos por 
dim A, é o supremo dos comprimentos das cadeias do ideais pri 
mos de A. 
A dimensão de um anel nao nulo é um inteiro nao ne-
gativo ou infinita. 
Observações: i) dirn A = O se, e somente se, todo ideal primo 
fi 
• 
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de A é maximal; 
ii) Se dimA= O e A é um dominio, então A e um cor-
po. 
1.2.14 COROLÂRIO 
Se K é um corpo então K[x] é um anel local cujo i-
deal maxi:ffial e (x). Alem disso dim Kfx_] = 1 • 
• 
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1. 3 DEPEND~NciA INTEGRAL 
1. 3. 1 DEFINIÇÃO 
Seja A um anel, S uma A,-:álgebra e. x E_ S. Dizemos 
que X é integral sobre A se, e somerite se, existem e.lemen-
tos al, a2, • o ·- , a E A tal que n 
xn + a 1 x 
n-1 
+ ... + an ~ o 
1.3.2 ÚEFINIÇÃO 
Seja A um anel e suma A-álgebra. Dizemos_que S 
é integral sobre. A se todo elemento de S é integral sobre 
A. 
1. 3. 3 PROPOSIÇÃO [ 7 I 
Seja S uma âlgeLr'a comutativa sobre a· anel A.En 
tão os elementos deSintegrais sobre A.constituem um sub 
anel de s. 
1. 3. 4 COROJ:.ÂRIO 
Se T é um subanel de S, integral sóbr_e A e u E S 
é integral sobre A, então T[u] é integral sobre A . 
. l. 3. 5 PROPOSIÇÃO [ 1 I 
Sejam A c B domínios, com B integral sobre A. 
Então B é um corpo se, e somente se, A é um corpo. 
1.3.6 PROPOSIÇÃO 
Sejam A c B domínios, com B integral sobre A. Se 
p é um ideal de B e P' = P n A então B/P é integral sobre 
A/P' • 
DEMONSTRAÇÃO 
Seja b = b + P E B/P. Como b é integral sobre A 
temos 
com a 1 ,a2 , .•. ,an E A, 
bn + 
n-1 
a 1 b + •.. 
e portanto, 
n-1 
a 1b + .•. 
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+ a = O 
n 
+ a 
n 
+ p 
-
isto e, 
n 
b. + (a1 + 
n-1 
pl )b + 
... +(an+P') 
Assim, b é integral sobr.e A/P'. 
1.3.7 DEFINIÇÃO 
Sejam A c B anéis. 
= õ 
Dizemos que vale a propriedade. LO (Lying Over) ·se 
para todo ideal primo P de A existe um ideal primo Q de B 
tal que P = Q n A. 
Di·zemos que vale a propriedade GU (Going Up) se 
dados ideais primos p1 c p2 em A e Q1 ideal primo de B com 
Q1 n A = P1, existe Q2 ideal· primo de B tal que o1 c ºz e 
ºz 
n A = Pz. 
Dizemos que vale a propriedade GD (Going Down} 
se dados ideais _primos p1 ::> p2 em A e Q1 ideal primo de B 
com Q1 n A = p 1 existe Q2 ideal primo de B tal que 0 1 ::> 
Q . 
2 
e Oz n A·= P2 • 
Dizemos que vale a propriedade INC (Incomparabi-
lidade) se dados P1 , P 2 ideais primos de B com 
P1 n A = p 2 n A 
Pl e P2 
P2 '/- P1. 
-nao podem ser comparados por c , isto e, 
1.3.8 PROPOSIÇÃO [7] 
Sejam A c B aneis, B integral sobre A. Então va-
lem as propriedades INC, GU e LO. 
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1.4 CORPOS - EXTENSDES DE CORPOS 
1. 4 .1 DEFINIÇÃO 
Um domínio K chama-se CORPO se todo elemento nao 
nulo de K é uma unidade. 
1. 4. 2 DEFINIÇÃO 
Seja A um domlnio. O CORPO QUOCIENTE de A é o con 
junto 
onde 
a c 
b = d 
e 
1. 4 •. 3 PROPOSIÇÃO [ 6 ] 
{a : a,b E A, b r 0) b 
ad - bc 
a· c ac 
b d = bd 
Seja A um anel e M um ideal de A. M é um idea-l 
maximal de A se, e somente se, A/M ~ um ~or_po. 
1;4.4 PROPOSIÇÃO [l] 
Seja A um anel nao nulo. As seguintes alternati-
vas sao equivalentes: 
i) A é um corpo; 
ii) Os únicos ideais de A sao (O) e A t 
iii) Todo homomorfismo nao nulo de A num anel S 
nao nulo, é injetor. 
1. 4. 5 DEFINIÇÃO 
Sejam K c L corpos e a E L. Dizemos que a é ~ 
Cif:BRICXJ- sobre K se, e somente se, existe f (x) E K[ x 1 
f(x) r o tal que f(a) =o. 
De um modo geral, se A c B sao anéis, então um 
elemento a E B é dito algébrico sobre A se existe um po-
linômio não nulo f(x) E A[x] tal que f(a) =O. 
Se todo elemento de B é algébrico sobre A, di-
zemos que B é algébrico sobre A . 
• 
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1.4.6 LEMA [ 9) 
Seu e algébrico sobre o corpo K então tlu] é 
um corpo. 
1.4.7 PROPOSIÇÃO [9 1 
Sejam A c B domínios, B algébrico sobr~ A,·K e L 
os corpos quocientes de A e B respectivamente. Então. L e 
algébrico sobre K. 
1. 4. 8 DEFINIÇÃO 
Um corpo K é dito ALGEBRICAMENTE FECHADO se cada 
f (x) n n-1 + = a X + a 1x ... + a E K[ x) com a 'I O· tem n n- o n 
- K, isto -uma ra1z r em e, existe r E K tal que f(r) = 
1.4.9 PROPOSIÇÃO [91 
As seguintes alternativas sao equivalentes: 
i) K ê um corpo algebricamente feéhado; 
o. 
ii) Todo polinômio irredutivel de K[x] é linear; 
iii) Qualquer polinômio de K[ x 1 pod.e ser escritO 
como produto finito de polinômios lineares .. -
1. 4 .lO TEOREMA [ 9 1 
Seja K um corpo. Então existe um único ( a me-
nos de isomorfismo ) corpo K , extensão· de K tal que K 
é algebricamente fechado. (K chama-se o F~CHO ALG~BRICO 
de K). 
1.4.11 LEMA 
Seja K um corpo algebricamente fechado. Então 
Me um ideal maximal de K[x] se, e somente se, M = (x-a) 
com a E K. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Como K[ x ]/ (x-a) :: K, segue-se qúe M = (x - a} 
e um ideal maximal de K[x] 
Por outro lado, (1.2.4) M é gerado por um poli-
nômio irredutivel f. Mas então, {1.4.9) f deve ~er linear. 
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1.4.12 PROPOSIÇÃO 
Seja K um corpo e ai E K, ( i = 1,2, ... ,n). Então 
M = (x1 - a 1 , x 2 - a 2 , ... ,xn- an) é um ideal maximal de 
K[x1 ,x2 , ••• ,xn]. 
IEMONSTRAÇÃO: 
Consideremos a K-álgebra homomorfismo 
lP : K[ x 1 , x 2 , ••• , xn] "+ K 
definido por ~(f(x 1 ,x2 ,.~.,xn) = f(a1 ,a2 , ..• ,an). 
Claramente! 1/J. -é sobrejetora e então temos que 
K[ x1 ,x2_, ••• , xn] /KerrfJ = K 
Portanto ~er t/1 é maximal e desde que Kerl'fl = M, 
segue. o resultado_. 
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1.5 ANEIS E MÚDULOS NOETHERIANOS 
1. 5 .1 DEFINIÇÃO 
Seja M um A-módulo. M é NOEI'HERIANO se toda se -
quência 
de subrnódulos de M for estacionária, isto é, existe r in -
teiro positivo tal que Mr = Mr+l =· Mr+2 = •-• • 
Esta condição é chamada CONDIÇÃO DE CADEIA ASCEN-
DENTE (c. c. a.). 
l. 5 . 2 DEFINIÇÃO 
Um anel A é noetheriano se vale (c.c.a) para ide 
ais, isto é, se 
p
0 
c P1 c ~ 2 c ... c pn c 
~ntão existe r inteiro positivo tal que 
1,5.3 PROPOSIÇÃO [1] 
a) ·um A-módulO M é noetheriano, se, e somente se, 
todo submódulo de M é finitamente gerado; 
b) Um anel A é noetheriano se, e somente se, to-
do ideal de A é finitamente gerado. 
1.5.4 PROPOSIÇÃO [1] 
Se A é um anel noetheriano então as imagens horno-
morfas de A são aneis noetherianos. 
1.5.5 PROPOSIÇÃO [1] 
Se A é um anel 
tiplicativo fechado de A 
noetheriano e S é um sistema 
- -1 - . entao S A e noether1ano. 
1.5.6 TEOREMA DE BASE DE HILBERT [1] 
mul-
Se A e um anel noetheriano então A[x1 ~x2 , ... ,xn] 
é noetheriano. 
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1. 5. 7 DEFINIÇÃO 
Uma cadeia de submódulos de um módulo M é uma 
sequência {Mi) (O ~i ~ n) de submódulcis de M tal que 
M = M0 c M1 c ... c Mn =O (inclusão estri-
ta). 
b cc:MPRIHFN:ID d.;l cadeia e o número de "elos" da 
mesma. O comprimento da cadeia acima é n. · 
Uma S~RIE DE COMPOSIÇÃO de M é uma cadeia maxi-
maL Ver [ 1] ) 
1.5.8 PROPOSIÇÃO [ 1] 
As seguintes afirmativas sao equivalentes: 
i) A é uro.anel noetheriano e dirn A= O; 
ii) Qualquer A-módulo finitamente gerado tem 
comprimento finito. 
1 ~ 5. 9 TEOREMA [ 7 ] 
Sej_a A um anel noetheriano, I um ideal de A. 
Então r(I) é uma intersecção.finita de ideaís primos de A. 
1.5.10 COROLÂRIO [7] 
Seja A um anel noetheriano e I um ideal de A. En 
tão só existe um número finito de ideais primos de A que 
sao minimais sobre I. 
• 
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C A P 1 T U L O 2 
G-DOM!NIOS e G-IDEAIS 
2.1 G-DOM!NIOS 
2. l. 1 DEFINIÇÃO 
Um domínio A -.é chamado G-DOM!NIO se seu corpo quo 
ciente K € um anel finitamente gerado sobre A, isto é, se 
a. 
= 
1 a b E b' . , . i ~ 1. 
A proposição a·seguir. nos dá um critério mais sim 
ples para caracterizar um G-domín1o. 
2.1.2 PROPOSIÇÃO 
Seja A um ·domínio, K o corpo de fraçÕes de A. En 
tão A é um G-domíhib se, e somente se, K, como_ anel, é ge-
rado sobre A por um só elemento. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Se K é um anel geradO sobre A por um so elemento 
isto é, K = A[u] ,_u E K então A é um G-domínio, por defi 
nição. 
queríamos. 
Reciprocamente, se A e um G-domínio, teremos: 
com a. ,b. E 
1 1 
A 
-1 
·teremos K =A [ b ] corno 
A seguir procuramos resultados equivalentes a 
" A é um G-domínio". Para tal é interessante estabelecer a 
seguinte definição. 
2 .l. 3 DEFINIÇÃO 
Se A é um anel então o PSEUDO RADICAL de A, de-
notado por P(A), e a intersecção· de todos os ideais primos 
não nulos de A. (Ver [ 3 1 ) 
OBSERVAÇÃO: Se A nao é um domínio, P(A) coincide com N(A). 
No entanto, se A é um domínio, P(A) 1 N(A) . 
• 
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2.1.4 TEOREMA 
Seja A um domínio, K o corpo quociente de A e 
u E A, u t O. Então sao equivalentes: 
i) u E P (A) ; 
ii) Todo ideal primo nao .nulo de A. contem ui 
iii) Todo ideal não nulo de A contem uma pot·ência 
de u: 
ponha que 
i v) K = A[ u - 11 e.portant? A e um G-dorninio. 
DEMONSTRAÇÃO: 
i) -+ ii) Imediata 
ii) -+ iii) Seja· I um ideal nao nulo de A e su-
Como 
I n { 
n {u,n>O} 
. ~ 
n 
u ' n > 0} = ~ ~ 
é um sistema rnultipJicativo 
fech~do, podemos extender I a um ideal P, rnaxiffial com res-
.peito a exclusão de {un,n ~ 0} Mas então Pé primo por 
(1.1.17) e 
contradiz a hipótese 
iii) -+ iv) 
bA ternos, por iii), 
k ~ O tal que uk E 
Tiramos então b-l = 
P n { n u , n > O }= rp. 
u E.P. 
S . 1 E K eJa b .· Se considerarmOs o ideal 
l;' • . Assim, existe bA n{un, n ~O 
bA e assim uk = bc para algum c E A. 
-k c.u e finalmente, 
-1 K =A [u ] 
donde concluimos que A é um G-domínio. 
iv) ~ i) Seja P um ideal primo não nulo de A e 
considere b E P, b ~ O. Ternos b-l E K = A[u- 1] donde temos 
-1 n -1 i -nV n-i 
b = ~ai(u ) = u ~aiu 
n . 1 
, n-1 - -n La.u = c E A, temos b = c.u e assim 
• 1 
então u E P. Assim, u E P(A). 
Como 
un = bc E P e 
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2. l. 5 COROLJ\RIO 
Se A é um àominio com um número finito de ideais 
primos, então A é um G-dornínio. 
DEMONSTRAÇÃO.: 
Seja {P1 ,P2 , ... ,Pn} o conjunto dos ideais ·primos 
nao nulos de A- e considere xi E Pi ( .i = 1,2, ... ,n) com 
xi f' O • 
Então_u = x 1 x 2 ••. xn é nao nulo 
do i tal que 1;;, i 2,:n e consequentemente 
2 .1. 6 PROPOSIÇÃO 
e u E P. para to 
1 
u E P (A) • 
Se A é um PID então A é um G-dominio ·s-·e·, e somen 
te se, A -tem apehas um numero, finito de ideais· primos. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Se A é um G-domínio então existe u E A, u f' o tal 
que u e elemento de todo ideal primo - nulo de na o A. Corno A 
- um UFD (1.2.3) só podemos ter um número fipito de tais e 
ideais pri)nos. 
A reciproca é o corolário 2.1.5. 
2.1.7 EXEMPLOS de G-DOMÍNIOS 
a) Todo - G-domínio; corpo e um 
b) Klx I é um G-dornínio se K é um corpo (1. 2.14) 
c) Seja A = z + x.Q[xl o anel elas séries de po-
tências com coeficientes racionais e termo constante in te i 
ro. Então A é um G-domínio com uma infinidade de ideais ma 
ximais (e portanto primos), corno veremos: 
LEMA I: Se p E z, p 'I O então pA é um ideal maximal de A, 
se p é um inteiro primo. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Seja f E A. Então 
f = n + a 1x + 
n E Z, ai E Q, i= 1,2, •.• 
+ ••• + a xn + ••• onde 
n 
Mas, dados n e p inteiros, existem q,r E z tal 
que n = pq + r, o < r < p de modo que 
f = r + (pq + a 1 x + + 
n 
+ . . . a X ... n 
+ p(q + -1 + ••.• + -1 n + = r p a 1x p an X ... 
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) 
ou seja,_ f = r + pA EA/pA. 
Consequentemente A/pA 
-
:I: e se p e primo, A/pA p 
e corpo e pA é maximal. 
Assim provamos que A- tem u~ número infinito de i 
deais maximais. 
LEMA II: A é um G-dornínio. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Afirmamos que x E P, para todo ideal primo P, nao 
nulo .. 
Consideremos o menor inteiro positivo r tal que . 
r+a1 x+ ••• 
Claramente r ~ 1 pai~ 
uma unidade de A e P = A. 
+ n+ Ep·· •. a x ••. 
n 
senao tal elemento seiia 
Se existe tal inteiro r > 1 então 
n -1 · -1 n 
r+ a 1x + ••• +anx t ... = r(l +r- a 1 x + .... +r anx + .... ) e:: P 
e portanto r E P e então rA c P. 
Para qualquer f E P, 
2 2 f = n + b 1 x + b 2x .+ ... = t + rq + b 1 x + b 2x + •. ·. onde 
q,t E :E e O < t < r. Como rq E P e t < r temos t = O ·e então 
- -1 -1 2 f r(q +r b 1x +r b 2x + ..• )ErA 
Portanto P = rA e dai 
x = r(O + r-1x + ox2 + ox3 + ••. )ErA= P 
Se não existe o inteiro r > O então todo elemento 
de P tem a forma: 
Como P ~ (O), existe g E P, 
com a. E @. 
~ 
i i+l g = aix + ai+lx + ... com ai E Q e 
,. o. Então: 
ai+lx + . . • 5l 
Portanto, 
+ •.• ) e como 
P devemos ter xi E P e daí X E P. 
P (A) = (x) 7' (O) 
Algumas informações sobre extensões de_ G-dornínios 
sao as seguintes: 
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2.1.8 PROPOSIÇÃO 
Seja A um dorninio, K o corpo quociente de A e T 
um anel tal que A C T c K. Se A é um G-domínio então T é Üm 
G-dornínio. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Temos K = A[u-1 1 para algum u E A, u ~ 
-1 to K c T[u ]. Como o corpo de frações de T é R, 
O e portan 
T[u~1 c ; 
e então K = T[u-1 1 e T é um G-dornínio. 
2.1.9 PROPOSIÇÃO 
Se A é urn·daminio ex uma indeterminada sobre· A 
então A[x} não pode ser um·G-dorninio. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Se K - quociente de A e F é e o corpo o corpo quo-
ciente de A [x ], temos: A [x 1 c K[ xl c F. 
Se A[ xl G-domínio então K[ xl - G-domínio e um e um 
( 2 .1. 8) . Mas K( x] é um PIO com um número infinito de ideais· 
primos (1.2. 7). Assim A[x] nao pode ser um G-domínio. {2.1.6). 
2.1.10 LEMA 
Sejam R1 e R2 d(}rnil!ios tais 
R1 c R2 • Sejam P(Ri) o pseudo radical de Ri e J(Ri) o radi-
cal de Jacobson de Ri (i= 1,2). Temos: 
i) Se para todo ideal r 2 f (0) de R2 , I 2 n R1 f O 
então P(~) c P(R2 J n R1 ; 
ii) Se R2 é integral sobre R1 então: 
a) P (Rl) = P (R2) n Rl 
b) J(R1 ) = J(R2 ) 
DEMONSTRAÇÃO de i) 
n R 
1 
Se P (R1 ) == (O) então o resultado vale trivialrrente. 
Se x E P(R1 ), x ':j. O, seja P 2 um ideal primo de R2 
Por hipótese P2 n R1 f (o) e P 2 nR - primo. Assim o ele-1 e 
menta x pertence a P 2 n Rl para todo p2 ideal primo nao nu-
lo de R2 e portanto X E p (R2) n Rl. 
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DEMONSTRAÇÃO de ii) 
a) Se P(R2) n R1 ~ (O) então, pela parte i) deste 
lema teriamos P(R1 ) = {0). 
Se P(R2) n_R1 ~ (0), seja x ~O um de seus ele-
mentes, isto é; x ~ R1 e x é elen:.ento de todo ideal primo 
não nulo de R2 . Como R2 é integral sobre Rl' (1.3.8) para 
cada primo P1 de Ri existe um ideal primo P2 de R2 tal que 
Pz n Rl ~ P1 . Logo x E P{Rl) e então P{R2) "Rl C P{Rl) e 
com a parte i)- deste. lema, ternos a igualdade . 
. b) Se x ~ J(R1} então existe M.ideal maximal-de 
~l tal que x fJ Me por (1.3.8)' existe M' ideal ~rimo de R2 
tal queM= M' n R1 • Assim X lf M', logo x fJ J(R2 ) n Ri 
Consequente~ente, J(R2 ) n R1 c J(R1 ). 
Por outro lado, seja M2 ideal maximal de R2 . Te--
rnos M2 n R1 ·maxim~l em R1 • (Se M2 n R1 não é maximal, exi~ 
te M2 tal que M2 n R1 c M2 e com 1.1.15 chegaríamos a uma 
contradição). 
Ass'im, se x E J (R1 ), x é element_o de todo ideal 
maximal de R1 e consequentemente elemento de todo ideal m~ 
xirnal de R2 , e assim, x E J(R2 ) donde J(R1 ) c J(R2 ) n R1 • 
2. 1. 11 TEOREMA 
Sejam A c B domínios, e B integral sobre A. En-
tão A é G-domínio, se, e somente se, B é G-domínio. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Por {2.1.10) temos P{A) ~ P{B) nA. 
Se A é G-domínio então PlA) 1 (O) e portanto 
P{B) ~ {0) donde B é G-dominio. 
Se B é G-domínio, suponha P(A) = (O). Assim, e-
xiste x E P(B), x 1 O com x 9 A. Como x é integral sobre 
A, seja n o menor 
xn 
inteiro 
n-1 
+ a 1 x 
positivo tal que: 
+ ••• + an =O onde ai E A. 
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Ternos: 
X(xn-1 n-2 · ) + a 1x + ... +a 1 =-a ·n- n 
n-1 n-2 
ex(x +a1 x + •.• +an_1 )EP(B); 
Deste modo, 
x(xn-1 + +a 1 ) E P(B) nA= (O) n-
(-a E A) 
n 
n-1 do,nde x(x + o o • + a l) n- = O o que acarreta (x ~ 0) que 
+ ••• ·+a 1 =o n-
uma con_tradição com _a escolha q.e n. Assim P (A) =f {O) e A é 
um G-domínio. 
2 • l. 12 TEOREMA 
Sejam A C_T_domínios, T algébrico sobre A. Então· 
i) Se A é G-domínio, T é G-dominio; 
ii) Se T é finitamente gerado como ~nel sobre A e 
T-é G-domínio então A é G-domínio. 
DEMONSTRAÇÃO de i) : 
Sejam K e L os corpos de frações de A e T respec-
tivamente. Se A é G-domínio temos K = A[u-1] com .O =f u E A 
Ev-identemente temos, T[u-11 C"L. 
Agora, T algébrico sobre A acarreta T é integral 
sobre K donde T[u-1] é integral sobre K {u-l E KCL) (1.3.4) 
- -1 - -1 Mas entao T[u ]e um corpo (1.3.5) e como T[u 1 CL temos 
[ - 11 - G d • ' L = T u e T e um - om~n~o. 
DEMONSTRAÇÃO de ii):' 
-1 Se T é um G-domínio temos L= T[v 1 com v E T, 
v~ o, e como T é finitamente gerado sobre A temos 
T = A[w1 ,w2 , ... ,wn1, wi E T 
-1 Os elementos v , w1 ,w 2 , ... ,wn são algébricos so-
bre A, logo temos: 
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• 
+ 
-1 n-1 
a 1 (v ) + 
n.-1 
{a (v-1)n b:1w~i + bliWil + ... 
mente A c K 
. -1 
o anel A[ a , 
o 
-1 L=T[v ]= 
A1 c K c L é imediato ~~e _ 
... 
+ b 
+ a = o 
n 
n 1 i 
= o 
-1 
••• ' bon] 
(i 
com ai E A 
= 1,2, ••• ,n 
. Evidente-
L=A1[v ,_w1 ,w2 ; ••• ,wn] 
-1 
-Mas agora, v , w1 ,w2 , .•. ,wn sao inte~rais ·sobre· 
~l e portanto L é integral sob.re A1 • Assim (1.3.5) A1 _é um ~1 . -1 . -1 
corpo e necessariamente K = A 1 = A[ a 0 , o 01 , ••• ,b0 n] Assim 
A é um G-domínio. 
2.1.13 COROLÂRIO 
~ejam A c T domínios e u E T. 
Se A[u] é G-dornínio então ué algébrico sobré A 
e A é G-dornínio." 
DEMONSTRAÇÃO: 
Se u não é algébrico sobre A então a aplicação 
~ : A[x] ~ A[u] 
definida por ~(f(x)) = f(u) é um isomorfismo de anéis. Por 
(2.1.9) A[u] não é um G-dornínio. 
Agora, A[u] é um anel finitamente gerado sobre A 
algébrico sobre A e portanto por (2.1.12) A é um G-dominio. 
2.1.14 PROPOSIÇÃO 
Seja A um domínio, K o corpo de frações de A e s~ 
ponhamos que K = A[x1 ,x2 , ... ,xn, .•• ] com xi E K, isto é, 
K é enurneravelrnente gerado sobre A comd anel. Então A é um 
G-dorníniO, se, e somente se, K não pode ser escrito como 
reunião de urna cadeia de subanéis próprios de K, crescente 
e contendo A. 
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DEMONSTRAÇÃO: 
Se A é um G-domínio, existe u E A, u f O tal 
que K ~ A[u-11. Se 
é uma cadeia de subanéis próprios de K e K = u Ai então 
-1 
u E UA. e 
l. 
consequenternente, existe j 
-1 
u E A. 
J 
tal que 
Corno A c A. temos K = A., urna contradição. 
J J 
Reciprocamente, se A não é um G-dorninio então 
K nao e finitamente gerado sobre A cOmo anel (2.1.12). 
Seja K .= A[.x1 ,x·2 , ..• ,xn, ..• ] tal que xi+l ~ão 
'é _elemento de A[ xl,x2, ... ,xi] para todo. i inteiro posi-
tivo, e considere a cadeia~ 
-e K = u A. como queríamos. 
o l. 
OBSERVAÇÃO: @ = li: [ 1/2,1/3, ••• ,1/p,. •• ] 
e G-domíni o. 
onde 
-(p p~imo) e ~ nao 
Nosso próximo resultado expoe a conexao exis-
tente entre um G-dorninio A e ideais maximais dos anéis 
A[x] e A[x1 ,x2 , ••. ,xn]. 
2. 1. 15 TEOREMA 
Seja A um domínio com corpo quociente K. As 
seguintes afirmativas são equivalentes: 
i) A é um G-domínio; 
ii) Existe um polinômio linear f(x) E A[x) tal 
que o ideal (f(x)) é maximal e minimal em A[x); 
iii) Existe um ideal primo M de A[x] que e maxi 
mal e minimal em A[x]; 
iv) Existe um ideal maximal M de A[x] tal que 
M n A ~ (0); 
v) Existe um ideal maximal N de A[x1 ,x2 , .. ,xn] 
tal que N nA= (O). 
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i) -)o ii) 
DEMONSTRAÇÃO: 
-1 Ternos K = A[u ]com_ u E A, u ~O. Seja 
onde 
~ (f(x)) = f(u- 1 ). Podemos verificar que~ é um ho-
momorfismo sobrejetor e portanto 
A[x]/Ker? = A[u-1]= K 
é um elemento de Ker~ , isto é, 
x [ (a1 + a 0 u) + ai' + 
donde concluimos que 
(a1 + a 0u) + a 2x + ••• + 
já que x % Ker~ . 
Podemos então utilizar 
+ a Xn-1] E K • er~ ' n 
n-1 
a x 
n 
indução: 
E Ker~ ·, 
Se ax + 
pertence a Kerq'J temos -1 au + b = o ou seja, 
b 
b = -1 -au E A assim 
b -1 -1 1) E (ux 1) o Portan ax + = ax - au = au (ux - -
to Kerq'J = (ux - 1) como queriamos. 
Resta mostr2r que (ux - 1) é minimal o que 
decorre imediatamente de (1.1.19) 
ii} ~ iii) Basta tomar M = (ux - 1) 
iii} ~ iv) SejaM ideal maximal e minimal em A[x]. 
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• 
SeM nA= P temos PA[ x] CM. Corno 
A[ x 1/PA[ X 1 = (A/P)[ X 1 e desde 
que (A/P)[ x]não é corpo segue-se PA{xl~ M. Corno P e 
PA[x} são primos, ~A[x] CM acarreta P = ·(0} já queM é 
.rni·nirn.al. 
iv) ~ v) Utilizando-nos de iii) seja M um ideal maxi-
mal ( e minimal ) de A[ x 11 tal que M n A ~ (O). 
Ternos 51ue ~[ x1 .,x2 , ·• •• , xn] é um ideal pró -
prio de A[ x 1 , x 2 , ••.• ·, xn] e portanto existe N ideal rnaxi 
mal de A[ x 1 ,x2 , •.•• ,xn]. contendo MA[ x 1 ,x2 , ••• ,_xn]. 
Agora~ N n A[x1]= Me assim N nA= M nA= 
• = (.0) , corno quer:lamos. 
v) -+ i) Seja M ideal maximal de AI x 1 1 x 2 ,_ ••• ,xn] Então 
A[ x1 1 x2 , ••• 1 xn] /M 
é um corpo e contem A. 
como ·A[ x1 ,xz, .... ,xn] /M.= A["t 1 -,t 2 ,. ~. ,tnl .onde 
t. = x. + M, é um G-dorníriio, (2.1.13) nos garante que 
~ ~ 
A é um G-domínio. 
Alguns resultados interessantes advern quando 
investigamos domínios de valorização. Para tal estabe-
leceremos algumas definiçÕes. 
2.1.16 DEFINIÇÃO 
A é um ANEL de VALORIZAÇÃO se, e somente se, 
P,Q sao ideais de A então P c Q ou Q c P~ 
2.1.17 DEFINIÇÃO 
Seja P um ideal primo do anel A. Uma cadeia 
de ideais primos distintos e não nulos do tipo: 
P = Po ~ Pl ~ P2 ~ ·•· ~ Pn 
tem comprimento n. O POSTO de P é então o supremo dosi .. J 
comprimentos de todas as cadeias decresce-nteS 1a partir 
de P e formada por ideais primos distintos· e não nulos . 
• 
-28-
2,1.18 PROPOSIÇÃO 
Seja A um domínio de valorização. A é uro G-do 
rninio se, e somente se, A possui um i-deal primo de pos-
to l. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Se A é um G-domínio ternos P(A) ~ (0). Provare 
m.o·s que P {A) é um ideal primo e portanto de posto 1. 
Sej-a ab E P (A) e suponha· que a f/- P (A) bem_ co-
rno b% P(A). Então existe P ideal primo de A tal que 
a f1- P e existe Q ideal primo de A tal que b ~ Q. Como 
A e um domínio de ,valor~zação devemos ter 
p c Q ou Q c p 
·se P c Q segue-se que b ~ P acarretando que 
ab _f{ P o que é -absurdo, já que ab E P (A}. 
Por outro lado, seja Q .um ideal de posto 1 de 
A. Se P é um outro ideal primo de A teremos forçosamen-
te Q_ c P, já ·que P c Q acarreta P = Q ou P = (O). 
· Assim Q c P (A). e portanto P (A.) ;i ( 0) o que a-
carreta A é um G-dominio. 
2.1.19 PROPOSIÇÃO 
Seja A um G-domínio. Então cada ideal primo 
não nulo de A contem um ideal primo de posto 1. 
DEMONSTRAÇÃO: 
t uma aplicação imediata de (1.1.18) onde se 
tomará I = P (A) . 
• 
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2. 2 G-IDEAIS 
Se A é um anel e P é um id6al primo de A en-
tão A/P e um domínio. Nesta seção estudaremos condições 
sobre o ideal primo P de tal modo que A/P .seja um G-do-
mínio. 
Note que se P é um ideal maximal então A/P ê 
um G-dorninio ,_ mas veremos que não há necessidade de P 
ser maximal. Para tanto ~stabelecemos a seguinte defi-
nição: 
2.2.l DEFINIÇÃO 
Seja A um anel comutativo com elemento uni~a­
de e P :um ideal primo de A. Diremos que P é .um G-IDEAII 
de A se o anel quócien:=.e A/P é um G-domínio-... 
2.2.2 EXEMPLOS: 
a) Se K é um corpo então o ideal {x) é um G--
ideal de K[x] pois K[x]/(x) = K. 
b) Um ideal maximal M do anel A e um G-ideal 
de A. 
c) Se A = K[ x,y] ·ande K é urn corpo então o 
ideal (y) é primo mas nao _e um G-ideal de A (2.1.9}. 
d) Este exemplo é interessante. Seja 
A= Z + x ~[x]. Então A é 
um G-dornínio (2. 1. 7, ·(c)) mas A/ (x) = :z; não é um G-do-
mínio. (2.1.6) 
A noção de G-IDEAL permite reformular o teo 
rema de KRULL sobre o nilradical (1.1.9), que pode ser 
re-enunciado como segue: 
2.2.3 TEOREMA (KRULL) 
O nilradical do anel A é a intersecção de to 
dos os G-ideais de A. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Seja N(A} o nilradical de A. Se x E N{A) en-
• 
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tão x. E P_, para todo P ideal primo de A. Corno G-ideais 
sao primos, x é elemento de todo G-ideal e temos 
N(A)Cn Pi 
onde cada Pi é um G-ideal de A. 
- n Po~ outro lado, se x ~ N(A) entao x f O pa-
ra todo n inteiro positivo, isto é, (O)n {xn,n "> 1}= f/l-
Podemos então- "expandir" (0) até um ideal I, maximal 
. n 
com respeito a exclusão de {x ,n ~ 1}. Por (1.1.17) I 
é um ideal primo de A. Para terminar a demonstração 
provemos que I e um G-ideal, ou seja, que A/I é um G-
domínio ... 
Seja 7 A- ~ A/I o homomorfismo natu-
ral e 
" 
= r (x) • 
A A/I 
J ·J 
I (0) 
No diagrama acLma, se J é um ideal primo nao 
nulo de A/I então sua contração J contem I e portanto 
J n {xn,n > 1} f ~ 
acarretando x E J, já que J é primo. Assim, x E J, pa-
ra t_odo J ideal primo nao nulo de A/I e portanto o 
pseudo-radical de A/I é não nulo donde A/I é um G-domí 
nio, corno queríamos. 
Nosso próximo objetivo é estudar o comporta-
mento dos G-ideais frente a homomorfismos. 
2.2.4 PROPOSIÇÃO 
Sejam A e B anéis e 9: A- B um homomorfismo 
sobrejetor com Ker~ = N. Então existe uma correspondê~ 
cia biunivoca entre ideais de B e ideais de A que con-
tem N. Nessa correspondência, a G-ideais estão associa 
dos G-ideais. 
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Daremos a demonstração só da ultima afirmativç .• 
Considere o diagrama: 
A B 
I I' 
N (0) 
Se I e um G-IDEAL de A então A/I é· uro G-doml 
nio e existe u E A, u f O com u E P para todo ideal pri-
mo P ::) I e u f/ I •. 
Sejam u' = ~ (u) e I' o ideal de B corresponde~ 
te a I (cuja existência é garantida pela primeira parte 
desta preposição). 
·Afirmamos que u' E P' para todo ideal primo P 1 
de B com P' ::) I'. $e isso não ocorresse ex~stiria Pi i-
deal primo de B com u' ~. P)_ e assim u %-r/J -l \Pi' o que· é. 
absurdo pai~ rf;-l(Pi) é um ideal primo de A e contem I. 
Reciprocamente, se I' é um G-ideal de B, exi~ 
te u' E B, u' ~ O, tal que u' E P' para todo P' ideal 
primo de B com P' ::) I'. Carne~ é sobrejetor, existe ao 
-1 
menos um u E A tal que~ (u) = u'. Assim u E~ (P") para 
todo P 1 ::) I'. Utilizando-nos da primeira parte desta-
-1 -proposição concluímos que I = ~ {I') e um G-ideal de A. 
Observ~ção: A imagem homomorfa de um G-ideal 
sempre e um G-ideal, mesmo que o homomorfismo não seja 
sobrejetor. O mesmo não ocorre cOm a imagem inversa, co-
mo vemos: 
(0) é G-ideal de~ e se~: Z ~ Q então 
-1 - ~ <I ( (0)) = (0) nao e um G-idea1 de z. 
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2.2.5 PROPOSIÇÃO 
Seja A um anel, I um ideal de A e r(I) o radi-
cal de I. Então r(I) é a intersecção todos os G-ideais 
de A que contem I. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Com base na proposição anterior e (1.1.13) a 
conclusão sai imediata. 
Nosso próximo objetivo -é relacionar G-ideais 
de A com a contração de ideais maximais de A[x]. Com 
esse objetivo provaremos o segu-inte lema·. 
2.2.6 LEMA 
Se A é um dominio, I um ideal de A, A* = A/I 
: a. e I } então 
1 
A[x]/IA[x] o(A/I)[xJ~ A*[x]· 
DEMONSTRAÇÃO: 
Definamos h: A[x]~ A*[x] por 
n ~ Í(a. + I)xi ~ 1 
Como h e um homomorfismo sobrejetor e é fácil 
ver que Kerh = IA[x], segue pelo Teorema do Isomorfismo: 
A[ X ]/IA[ X ] o (A/I\ [X ] ~ A~[ X J. 
2.2.7 TEOREMA 
um ideal I do anel A é um G-ideal de A, se, e 
somente se, existe um ideal maximal M de A[xl tal que 
M nA= I. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Tornando os anéis quocientes A* = A/I (2.2.6) 
podemos fazer a seguinte reforrnulação do enunciado: 
"O ideal {0) do anel A* é um G-IDEAL de A*, 
se, e somente se, existe um ideal maximal M' de A*[x) 
tal queM' nA*= {O). 
Mas então, ternos: 
Se (O) é um G-ideal de A*·, A* é um G-domínio 
e (2.1.15) existeM' ideal maximal de A*[x] tal que 
M' n A* = (O). 
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Reciprocamente,· se existe M' ideal maximal de 
A*[x] tal que M' nA*= (0) então A* é um G-dominio 
(2.1.15), donde decorre que I e um G-ideal de A". 
Faremos a seguir algumas observações a respei-
to d·e G-ideais. 
OBSERVAÇÃO 1: Por definição um G-ideal é primo. No entan 
to nem todo primo é um G-ideàl. De fato, c ideal (O)" de 
:E é primo mas Z _ :E/(0) não é um G-dorninio e consequent!:_ 
ménte (0) nao e um. G-ideal; 
OBSERVAÇÃO 2: Todo ideal maximal de A é um G~ideal dê A 
mas. nem todo G-ideal de A é maximal como vemos: Sej-a 
A'= [Z + "(l![x]][y]. O ideal (y) é um G-ideal de A, mas 
nao e maximal. Ver (2.1. 7, ·c) 
• 
A seguir estabeleceremos um resultado muito im 
·portante para o dese~volvimento do próximo capitulo. 
2. 2. 8 TEOREMA 
sejaM um ide~l. maximal de A[x] tal que ternos 
M n A == N e _um ideal maximal de A. Então M ·pode ser ge-
rado por N e mais um elemento f E A[x] tal que a ima-
gem natural de f em (A/N)[x] seja um polinômio irredu-
tível. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Tomemos o quociente por N, e seja A* = A/N, um 
corpo. O enunciado pode 
ideal maximal de A*[x] 
pode ser gerado por f E 
ser reformulado para: "Seja M' 
tal queM' nA*= (0). Então M' 
A*[x] com f irredutível ... 
Como A* é um corpo, temos que A*[x] é um PID 
(1.2.6) e portanto M' = (f) com f irredutível sobre A* 
(1.2.4). 
Se q,: A[ x] -+ A*[ x] é o homomorfismo do lema 
2.2.6 temos, de acordo com o diagrama: 
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A[ X) A~[ X) 
:I 
M M' = (f) 
NA[x] (0) 
M = (N,f ) onde f. é urna pré-imagem unitária do polinô-
. o o 
mio ·t irredu tive 1 sobre A/N . 
. OBSERVAÇÃO: Se o CorpO A/N é algebricamente fechado .en-
tão o polinômio f E A*[x} deve ser do tipo x -·a por 
(1.4.9) com ã E A* e f
0 
será da forma x- a com a= a+N 
AsSim, teríamos, M ~ ( N, x-a) • 
• 
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C A P I T U L O 3 
ANEIS de HILBERT 
3.1 ANEIS DE HILBERT 
Vimos no capítulo precedente que todo ideal ma-
ximal do anel A é um G-ideal de A. Neste paragrafo estud~ 
remos os anéis A onde a reciproca é verdadeira, isto é, -
anéis .onde todo G-ideal· é maximal. 
3 .1.1 DEFINIÇÃO: 
Um anel A é chamado ANEL de HILBERT (ou ANEL de 
JACOBSON [2]) se.todo G-IDEAL de A é maximal. 
3 . l. 2 EXEMPLOS: 
i) Todo corpo é um anel de Hilbert; 
ii) Se A e um anel de dimensão O, todo ideal ?r!· 
mo de A é maximal e c.onsequentemente (2.2.1) todo G-ideal 
de A é maximal. Portanto A ~ um anel de ·Hilbert. 
iii) A= [Z + x Q[x]J[y] não é anel de Hilbert, 
mas A e noetheriano (2.1. 7 1 (c)). 
Nosso próximo resultado será estabelecer condi-
çoes para que um anel A seja um anel de Hilbert. 
3.1.3 PROPOSIÇÃO 
As seguintes afirmativas sao equivalentes: 
i) A é um anel de Hilbert; 
ii) Se I é um ide:1l de A então r(I) é a intersec 
çao dos ideais maximais de A que contem I; 
iii) Se P é um ideal primo de A então P e a inter 
secçao dos ideais maximais de A que o contem; 
iv) Todo G-ideal de A é a intersecção dos ideais 
maximais de A que o contem. 
DEMONSTRAÇÃO: 
• 
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i) ~ ii) De (2.2.5) e (3:1.1) segue o resultado. 
ii) ~ iii) Corno r(P) = P, segue o resultado. 
iii) ~ iv) Se Q é um G-ideal de A então Q é primo e o 
resultado segue imediato. 
iv) + i) Seja P um G-ideal de A. Devemos provar que -P e 
maximal. Se P não é maximal, seja 
T = {Mi: Mi é maximal em A e P Ç Mi} 
Diante do exposto, T t 1>. -Por i v} P = nM1 onde Mí E T ... 
Agora, temos: (o) = n (Mi/P) (M. ~ E T) 
Por outro lado, A/P - Um G-domínio, logo te e 
mqs P(A/P) 'I (o) • Temos então uma contradição, pois: 
(0) ;i P(A/P) ç n(Mi/P) = (0~ • 
3 .1.·4 COROLÂRIO 
Se A é um anel de Hilbert com um número finito 
de ideais maximais então dimA = O. 
DEMONSTRAÇÃO• k 
Se p e um ideal primo de A ternos p = n M. ~ onde 
cada M. (l < 
~ ~ 
i "- k) é· maximal em A. 
Se dirn A > o existe p ideal primo de A tal que 
P c Mi (inclusão estrita), para todo Mi ideal maximal de 
A. 
Assim podemos encontrar xi E Mi i= 1,2, ••• ,k) 
k k 
Mas então ~xi E M1 .M2 . _ •.. MkC ~ Mi = P 
urna contradição. Assim, P deve ser maximal e dirn A= O. 
OBSERVAÇÕES: 
i) K[x] ,(K corpo) nao é anel de Hilbert pois 
dimK[xJ = l. No entanto K[xl é local. (1.2.14) 
ii) ~ é um anel de Hilbert {com dimZ = 1) pois 
todo ideal primo não nulo de z é maximal. Observe que 
(0} é primo mas não é G-ideal. 
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iii) Se K é corpo então K[x] é um anel de Hilbert 
por (1.2.4) e (1.2.6). 
3.1.5 PROPOSIÇÃO: 
S·eja A um PID e L = {p E A:· p é irredutivel}. 
Então A é um anel de Hilbert se, e somente se, l-LI ;= ""· 
DEMONSTRAÇÃO: 
Se A é um anel de Hilbert e L= {p1 ,p2 , ... ,pn}é 
um conjunto finito então piA (i= 1,2, ••• ,n) são os úni-
cos ideais primos não nulos de A. 
Como {O) é um ideal primo de A e A é um anel ·de 
Hilbert, devemos ter, por (3.1.3, (iii)) 
(O)=np.A 
' 
Mas O ~ x E n piA' onde x = rr pi o que é absur 
do. 
Reciprocamente, como· A é um PID qualquer ideal 
primo nao nulo é maximal e portanto verifica (3.1.3,(iii) 
Tambern o ideal primo (O) é tal que (1.2 .• 5) 
(O) = n pA 
onde p E L. 
Assim A e um anel de Hilbert. 
3.1.6 PROPOSIÇÃO 
Seja~: A~ B um homomorfismo. Se A é um anel 
de Hilbert então ~(A) = S c B é um anel de Hilbert. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Como existe uma correspondência biunivoca entre 
ideais de A que contem Keró e ideais de s, correspondên-
cia esta que preserva a ordem, segue o resultado uma vez 
que a G-ideais correspondem G-ideais e que a ideais maxi-
mais correspondem ideais maximais (2.2.4) 
3 . 1. 7 COROLÂRIO. 
Se A é um G-dominio e um anel de Hilbert então 
A é um corpo. 
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·DEMONSTRAÇÃO: 
Como A= A/(0) é um G-domínio, segue-se que (O) 
é um G-ideal de A. Como A é um anel de Hilbert, (O) é ma-
·ximal e portanto, A ~ um corpo. 
3.1.8 PROPOSIÇÃO 
Sejam A c B anéis com B integral sobre A. Então 
A é um anel de .Hilbert, se, e somente se,' B é um ·ane~ de 
Hilbert. 
DEMONSTRAÇÃO: . 
Seja A uffi anel-de Hilbert, P um G-ideal de B e 
P' =" P n-A. 
Como B/P é integral sobre A/P' (1.3.6) e B/P 
e um G-dominio segue de (2.1.11) que A/P' é um G-domínio 
e portanto_ F' é maximal. Por (1.3.8) P-é maximal. 
Reciprocamente, se P ,- é um G-ideal de A, e co-
mo B é integral _sobre A, existe P ideal primo de B tal 
que P nA= P' (1.3.8). Como B/P é integral-sobre A/P' e 
A/P 1 e um G-dorninio então B/P é um G-domínio (2.1.1~). 
Corno B é um anel de Hilbert temos P maximal e por (1.3.8) 
P' é maximal. 
3.1.9 PROPOSIÇÃO 
Seja A um anel comutativo e x uma indetermina-
da sobre A. Então A e um anel de Hilbert se, e somente se 
para todo ideal maximal M de A[x], M nA é maximal em A. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Assuma que A é um anel de Hilbert e seja M ~ 
ideal maximal de A{ x] com N = M n A. Por {2.2. 7) N e um 
G-ideal de A e portanto N e maximal. 
Reciprocamente, seja P um G-ideal de A. Utili-
zando {2.2.7), existe M
0 
ideal maximal de A[x] tal que 
M
0 
n A = P. Por hipótese, P é maximal e A é, portanto, 
um anel de Hilbert. 
ORSER''l\C.ÃO: Terros Z c Q anéis de Hilbert, (O) ideal lMXlroa1 de Q nes 
(O) n z = (0) não é um ideal rrrudnlal de z. 
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3.1.10 PROPOSIÇÃO 
Se A é um anel de Hilbert e todo ideal maximal 
de A é finitamente gerado então todo ideal de A[x] é fi-
nitamente gerado. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Seja M um ideal maximal de A[ x ] • Por ( 3 .1 •. 9) 
M n A é maximal e portanto finitamente gerado. Assim,· u-
sando (2.2.8) temos queM pode ser gerado por M nA e ma 
is um elemento f de A[x]. Portanto M é finitamente gera-
do~ 
3.1.11 PROPOSIÇÃO. 
Seja A um domínio e x uma indeterminada sobre 
A. Então A[x] é um anel de Hilbert se A é um anel de Hil 
bert eM nA= (0) para todo G-idea1 M de A[x1. 
DEMONSTRAÇÃO: 
SejaM um G-ideal de A[x]. Precisamos provar 
que M e maximal. Consideremos o homomorfismo natural: 
ó : A[x1 ~ A[x1/M 
e seja u = tP (x) = x + M. ·Assim, corno M n A = (0) 
A[ u 1 õ (AjMnA) [ u 1 õ A[ x ]/M 
Como M é um G-ideal de A[x], A[u] é um G-domí 
nio. Por (2.1.13) u é algébrico sobre A e A é um G-dorní 
nio. Corno A é um anel de Hilbert (3.1.7) A é um corpo. 
Assim, A[u] = A[x]/M é um corpo (1.4.6) e por 
tanto M é maximal. 
3 .1.12 TEOREMA 
Seja A um anel comutativo e x urna indetermi-
nada sobre A. Então A[x] é um anel de Hilbert se, e so 
mente se, A é um anel de Hilbert. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Se A[x] é um anel de Hilbert, seja 
ó : A[x1 ~A 
p(x) ~ p(O) 
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Facilmente se ve que ~ é um homomorfismo sobre-
jetor. Assim (3.1.6) A é um anel de Hilbert. 
Reciprocamente, sejaM um G-ideal de A[x1 e 
N = M nA 
Como A é um anel de Hilbert, 
anterior 
A/N" é um anel de 
(3 .1.11) temos Hilbert. (3.1.6). Da proposição 
(A/N)[xl é um anel de Hilbert, 
tração de um ideal primo. 
já que N .é primo corno con 
Consideremos o homomorfismo natural 
À: A[x_l ~ A[xi/NA[x];; (A/N)(x] 
Como M é. um·G-ideal de Alxl sua imagem M/NAlx1 
e um G-ideal de (A/N)lxl" e portanto maximal. Mas então 
M é maximal (2.2.4·) 
o seguinte corolário segue imediatamente: 
3.1.13 COROLÂRIO 
Seja A um anel comutativo e x 1 ,x2 , .•. ,xn um 
conjunto .finito de indeterminadas sobre A. Então A é um 
anel de Hilbert se, e somente se, A[x1 ,x2 , ... ,xn] é um 
anel de Hilbert. 
3.1.14 PROPOSIÇÃO 
A[x] nao e um anel de Hilbert. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Seja M um ideal maximal de A e considere 
00 • 
M* = {~aix~ : ai e M } 
M* é um ideal primo de A[x] (1.2.10) e veri-
ficamos queM* c {M,x) (inclusão estrita) pois x ~ M*. 
Agora, se A[x] é um anel de Hilbert então 
A[xVM* tambem é um anel de Hilbert (3.1.6). 
Ocorre que A[xYM* só tem um ideal maximal, 
que é (M,x)/M*. {Realmente, se Q é um ideal maximal de 
• 
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A[xVM* então existe um ideal maximal Q 1 em A[x] tal que 
Q 1 /M* = Q. Mas, por (1.2.11) Q' = (M,x )pois Q' tambem 
corresponde aMem A.) 
Finalmente, (3.1.4) dim A[xVM* = O o que é a-
bsurdo pois M* é primo, M* c <M,x )donde decorre que· 
(Õ) c <M,x)/M* (inclusão estr~ta) 
'e portanto dirn A[ x VM* >. O. 
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3.2 AWtiS DE HILBERT WOETHERIANOS 
O objetivo deste paragrafo e responder a segui~ 
te questão: "Quando é que um anel noetheriano é um anel 
de Hilbert?". 
Para responder ta:l pergunta, o resultado básico 
deste parágrafo é o "Teorema do Ideal Principal" de Krull 
Para um bom entendimento do que trataremos ago-
ra, é indispensável um conheciment9 da Teoria dos Módulos 
Se A é um domínio e u,.v E A, podemos considerar 
(u,v)/(u) 
como um A-módulo, bem como o faremos 2 2 com (u ,uv)/(u ) 
2 2 2 . (u)/(u) , (u ,v)/(u. ,uv} etc. 
ApÓs essas observações, temoS: 
3.2.1 LEMA 
Sejam u,y elementos ·nao nulos do domínio A. En-
tão: 
2 2 
a) Os A-módulos (u,y)/(u) e (u ,uy)/(u ) sao i-
somorfos; 
2 . 2 2 
b) Os A-módulos {u)/(u ) e (u ,y)/{u ,uy) sao. 
isomorfos se for válida a condição adicional (*) 
(*) tu2 E (y) ~ tu E (y) para t E A. 
DEMONSTRAÇÃO: 
a) Seja rp: (u,y) 2 2 ~ (u ,uy)/(u ) a aplicação de-
finida 2 por ~(x) = xu + (u) para todo x E (u,y). 
Claramente, 0 é um homomorfismo sobrejetor pois 
se v E (u 2 ,uy)/(u2 ) então v = au2 + buy + (u 2); (a,b E A) 
2 ~ (au + by)u + (u ) 
~ ó(au + by) 
Afirmamos que Ker? = (u). Realmente, 
?(au) ~ au 2 + (u2 ) ~ (u2 ) 
- 2 - 2 2 rp (au + by}. = O = (u ) entao au + buy E (u ) e 
tiramos buy = ru 2 para algum r E A, e portanto, 
• 
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e se 
dai 
e 
au + by = au + ru = (a+ r)u E (u). 
Finalmente, pelo Teorema do Isomorfismo: 
(u,y)/keró ~ (u,y)/(u) = (u 2 ,uy)/(u2 ) 
b) Ternos, evidentemente, 
(u)/(u 2 ) ~ {au + (u2 ) : a E A };" {aÜ: a E A} ~ ÜA 
2 2 2 . (u ,y)/(u ,uy) ~ {ay + (u ,uy) : a E A} ~ yA 
refinamos t/J: uA _,. YA por <P·(aÜ) = ay para.todo a e A. 
t evidente que tP é um A-módulo homomorfismo sobre-
jetor. Se for válida a co~dição (*) veremos que tP é injetora. 
Realmente, se tfJ(aÜ) = Õ, isto é, ay E (u2 ,uy) então existem 
c,· d E A tá.l que: 
ay = cu2 + duy 
(a - du)y ~ cu2 
e dai 
donde tiramos 
que Cu 2 E (y). A condiçãO (*) nos dá então cu E (y), isto é,· 
cu = ey para algum e E A. 
então: 
Assim, ay = (cu)u·+ duy = euy + ·duy = (e+ d)uy. 
Como y i O e A __ é um domínio, temos: 
a = (e + d)u 
a E (u) 
e portanto 
Mas se isto ocorre, isto é, a = hu para algum h E A 
au 
Portanto, na presença de (*) temos: 
(u)/(li2 ) = (u 2 ,y)/(u2 ,uy). 
o diagrama da página seguinte esclarece melhor o 
que foi provado. 
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(u,y) I 
(u) 2 (u , uy) 
Ternos então que 
2 2 . 2 (u,y)/(u ) e (u ,y)/(u ) ~ sao i-
somorfos "por pedaços" na presença de (*). 
3.2.2 TEOREMA 
Se A é um dominio noetheriano local com .ideal 
maximal M, se x E M é não nulo e M é um primo rninimal so 
bre o ideal (x) então posto M ~ 1. 
que 
par-ticular 
DEMONSTRAÇÃO: 
Se· assumirmos o contrário, existe Q primo tal 
Escolhamos y E 
Ik ~ ( t E 
M:JQ:J(O) (inclusão estrita ) 
Q, y ~ O e consideremos 
k A : tx E (y) , k E 00} 
~ facil ver que cada Ik é um ideal de A e que 
Il c r 2 c r 3 c ... c In c ••. 
Como A é noetheriano, existe n E ~ tal que 
e, em 
I ~ I 
n 2n 
. n -SeJa u = x . Entao teremos: 
(*) tu 2 E (y) ~ tu E (y) para todo tE In. 
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A 
M 
r 
(u) 
2 (u ) 
~ A/(u 2l = T 
I 
M/ (u2 ) 
I 
2 . (u)/(u ) 
(Õ) 
No diagrama acima, M/(u2 ) e o único ideal pri-
nulo do anel T = A/-(u 2), ppis se houvesse um oUtro 
• 2 . 2 -dever1amos ter N/(u ) c M/(u ) e sua pre-irnagern 
2 N (um ideal primo de A) deveria conter (u ), isto é, 
u
2 
= x
2
n E N e portanto x E N, e assim M não seria mini-
mal sobre (x). PortantO dim T =O e, é clarÓ 1 T é noethe-
riano. 
Por (1.5.8) qualquer T-módulo finitamente gera-
do tem comprimento finito. 
como um 
coUsidere o A-módulo (U,y)j(u 2), cujo anulador 
podemos pensá-lo como um A/(u2 )-módu.lo, isto é, 
T-rnódulo. O mesmo se passa com (u 2 ,y)/(u 2). 
Então, desde que (u,y)/(u2 ) e (u 2 ,y)/(u2) são 
isomorfos "por pedaços" (3.2.1) devem ter o mesmo compri-
mento. 
Assim, 2 temos: (u,y) = (u ,y), 
u E (u 2 ,y) 
isto é, 
e portanto 
u = ru
2 + sy para. algum r,s E A. Donde concluímos que 
(1- ru)u E (y), e como u = xn EM= J(A) segue-se que 
1 - ru é unidade de A (1.1.11) e portanto u E (y) c Q. 
Assim, u = xn E Q ~ x E Q urna contradição po-
is Me minimal sobre (x). 
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3.2.3 COROLÁRIO (TEOREMA do IDEAL PRINCIPAL de KRULL) 
Seja D um anel noetheriano, x ~ O uma não-unida 
de de D e P um ideal primo minimal sobre o ideal (x) . En-
tão posto P < 1. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Se supomos o contrário, existem P1 e P 2 ideais 
primos de D tal que : 
P ::r P 1 :::) . P 2 (inciusão estrita) 
e _de tal modo que x 1 P 2, conforme diagrama: 
D 
p 
(x) 
Consideremos o quociente D/P 2 = D. Corno D é noe 
ther i ano ( 1. 5. 4) Õ é um domínio, ,noehteriano_. 
A·aplicação de (1.1.15) nos assegura que o ide-
al P = P/P 2 ~ minimal sobre {X) = (x)/P 2 • AO final teria-
mos a seguinte situação: 
D 
p 
(x> 
(O) 
com p rninimal sobre (X) e D um dominio noetheriano. 
Façamos agora urna localização em P, isto é, 
consideremos R= D= p 
Por (1.5.5) R é um dorninio noetheriano local 
com ideal maximal Pp. Dado que existe urna correspondên-
cia (que preserva a ordem) entre ideais primos de D con 
tidos em P e ideais primos de R (1.1.25) segue que PP é 
roinimal sobre (X)p. 
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(x) 
O diagrama a seguir resume o que fizemos: 
r: [ 
p p 
(o) 
R 
P-p 
(O) 
Mas nesta situação final aplica-se 9 lema ante- . 
rior (3.2.2) e nao podenos ter 
Pp- :o P P :O (O)p-
-e consequentemente nao podemos ter 
p :::J pl :::J p2 
d9nde segue que posto P ~ 1.· 
3.2.4 LEMA 
Sejam P, Q ideais primos num anel noetheriano A 
com P c Q. Se existe I ideal primo de A com P c I c Q (i~ 
clusão estrita) então existe urna infinidade deles na mes-
ma situação. 
DEMONSTRAÇl\0: 
A passagem a A/P (o que mantem todas as hipóte-
ses) permite que considereMos P = (O) . 
Se aceitarmos a existência de Gm numero finito 
Pl,P2, """' pn 
de ideais primos tal que 
(O) c Pi c Q (inclusão estrita) 
então, por (1.1.7) nao podemos ter Q cu P. de.rnodo que 
1 > 
podemos obter x E Q, x ~ Pi (i= 1, 2, ..• , n); 
Mas então Q é minirnal sobre (x) e a suposição 
• 
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de que existe I tal que Q ~ I ~ (O) nos fornece posto 
de Q ~ 2, em contradição ao Teorema do Ideal Principal 
de Krull. 
3.2.5 LEMA 
Seja A um domínio noetheriano. Suponhamos qu~ A 
tem um número infinito de ideais primos minimais. Então 
a intersecção deles é o ideal (O). 
DEMONSTRAÇÃO: 
Seja {Pi' i E A } o conjunto dos ideais primos 
minimais de A, com I AI= 00 
Se o 'I E P. então P. - minimal sobre (x} X e P_<! 1 1 
r a todo i E A em contradição com (1.5.10}. 
3.2.6 TEOREMA 
Um domínio noetheriano A é um G-domínio se, e 
somente se, dim A < 1 e A tem só um número finito de i-
-deais maximais. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Se A é um G-domínio então P(A) I ,0) e então 
A SÓ· pode_ ter um número finito de ideais primos minimais 
em conforrnidàde com (3.2.5). 
Suponha que exista algum ideal primo P de pos-
to 2. Então existe Q tal que P ~ Q ~ (O) (inclusão estri 
ta). Mas então (3.2.4) nos assegura a existência de uma 
infinidade de ideais nessa situação (rninimais) em contra 
dição com a primeira parte desta demonstração. Assim de-
vemos ter dirn A ~ 1 e todos· os ideais rninimais são maxi-
mais. 
Reciprocamente, como dirn A~ 1 e A é dominio 
temos que (O) é ideal primo e toda cadeia maximal de i-
deais primos devem ter no máximo dois "elos", isto é, da 
forma (O} c p 
Assim, todo ideal primo não nulo é maximal e 
por hipótese, A só tem um número finito de ideais pri-
mos. Assim (2.1.5) nos garante que A é um G-dominio. 
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3 • 2 • 7 TEOREMA 
Urna condição necessária e suficiente para que 
um anel noetheriano A seja um anel de Hilbert é: "Para 
todo ideal primo P tal que dim(A/P) = 1 existe uma infi 
nidade de ideais maximais co.ntendo P". 
DEMONSTRAÇÃO: 
Seja P tal que dim(A/P) = -1. Como A é um anel 
de Hilbert, A/P é um anel de Hilbert. Se A/P tem só um 
número finito de ideais maximais, segue (3.2.6) que A/P 
é um G-dominio e po:r:tant.o P é um G-ideal (2.2.1). Assim 
Pé maximal e A/Pé um' corpo, donde dim(A/P) =O , um 
absurdo. 
Reciprocamente, seja P um G-ideal de A·. Entãc 
A/P é um G-domínio Íloetl'eriano e por (3.2.6) dim(A/P) ~ 1 
e existe só um númer~ finito de ideais primos em A/P. 
Mas então não pode ser dirn(A/P) = 1 e portanlo temos que 
dirn(A/P) = O e A/P é corpo. Assim P e maximal e A é um 
ane 1 de Hilbert. 
• 
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UN!CAMF' 
~~i.~-Uíl1f-r·\ r~~1TR,A." 
3. 3 HILBERr NULLSTEI1ENSATZ 
Este parágrafo será dedicado ao "TEOREMA do NO-
MERO de ZEROS" de Hilbert - o famoso HILBERT NULLSTELLENSATZ 
(Ver [ 5] ;[ 8] ) 
Na pesquisa bibliográfica que empreendemos en -
centramos diversos enunciados.equivalentes ao HILBERT NULLS-
TELLENSATZ. No próximo teorema provaremos todas essas formas. 
3.3.1 TEORE~~ (HILBERT ~~LLSTELLENSATZ) 
Seja K um corpo, L seu··fêcho algébrico e 
{x1 ,;:::2 , .... ,x0 } um conjunto finito de indeterminadas sobre 
K •. Então:. 
tão 
i) K[x1 ,x2 , ••• ,x0 ] 
ii-) Se M é um ideal 
e um anel de Hilbert; 
maximal de K[x1 ,x2 , ... ,x ]en . n -
T = K[x1 ,x2 , ... ,x0 ]/M 
é um corpo algébrico sobre K de diitJcT = n + l; 
iii) Seja B uma K-álgebra finitamente geradã. Se 
B e um corpo então B é uma extensão algébrica finita de K; 
iv) Os únicos ideais maximais de L[x1 ,x2 , •.• ,xnl 
sao da forma ( x 1 -a1 , x 2 -a2 , ..• ,xn- an), com ai E L; 
f se- anula 
existe n E 
v) Sejam f, g 1 ,g2 , ... ,gr E L[x1 ,x2 , .•• ,xn]. Se 
em todos osnzeros comuns de g 1 ,g2 , .•. ,gr 
N tal que f E (g1 ,g2 , ..• ,gr); 
então 
vi) As polinomiais t 1 ,f2 , ... ,fr E L[x1 ,x2 , ... ,xnJ 
nao tem zeros_ comuns se, e somente se, (f1 ,f2 , ••• ,fr) coin-
cide com L[ x 1 ,x2 , ..... ,xnl .. 
DEMONSTRAÇÃO: 
i) Como K é um corpo, é um anel de Hilbert. Mas 
então (3.1.13) nos garante que K[x1 ,x2 , .•• ,xn] é um anel de 
Hilbert; 
ii) Iniciaimente ternos M ~ K = (O) donde segue 
que K/(M n K) : K. 
Considere agora 
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onde i é a inclusão e ~ é o homomorfismo natural. Se h = ~i 
temos que h é um homomorfismo injetor (pois M n K = (O)) o 
que permite considerar K como subcorpo de T. 
Agora, 
T = K[ x1 , x 2 , ••• , xn] /M ::: (K/Mn Kl[x1 ,:x2 , ••• ,i J . n 
- -
_ K[x1 ,x2 ,.· .. ,xJ 
onde x 1 ,x2 , ... ,xn sao os M-resíduos de x 1 ,x2 , ... ·,xn isto é, 
Assim T é uma extensão de anéis '_f in i tarnente ge-
rada de K e urna aplicação de (2.1.13) fornece xl,XZ, ... ,xn 
algébricos sobre K. 
corno P= U, X1 ,X2 , ... ,xn} é uma bàse para o es-
paço vetorial T sobre o corpo K, ternos dirnKT = n + l; 
iii)Como B é urna K-álgebra finitamente gerada, 
por definição, existe h : K[x1 ,x2 , ..• ,xn1 __,. B, um hornomorfis 
mo sobrejetor._ Como B e corpo e 
B :: K[x1 ,x2 , ... ,xn] /Ker h 
segue que ker h é maximal. Assim, valem as hipóteses de (ii) 
e B é uma extensão algébrica finita de K; 
iv} Por (1.4.12) os ideais ( x1 -a1 , ... ,xn-an) sao 
maximais em L[x1 ,x2 , ... ,xJ. Resta mostrar que um ideal ma-
ximal M de L[x1 ,x2 , •.• ,xJ é da forma em questão. 
Utilizaremos indução sobre n. 
Para n = 1 o resultado é imediato (1.4.11). 
Admitamos o resultado válido para todo k < n e 
seja R= L ~1 ,x2 , ... ,xn_1 ]. R é um anel de Hilbert por (i). 
SeM é um ideal maximal de~ [xn] então o ideal 
N = M n R é maximal (3 .1. 9) • Pela hipÓtese de indução temos: 
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N = ( x1 - a 1 ,· x 2 - a 2 , ••• , X -n-1 
Mas então (2.2.8) M pode ser gerado por N e 
mais um elemento f de R[xnJ tal que a imagem de f em 
(R/N)[xnl = L[xn] por (ii) seja irredutível. Portanto 
f = x - a com an E L e então 
n n 
M = xl - al' x2 - a2' 
' 
xn - a ) n 
v) Se (al,a2,- ..• ,an) E Ln - de e um zero comum 
91'g2, ..• ,gr então f, gl, g 2 , •• _., gr E (xl - a 1 , ... ,x -a ) n n 
um ideal maximal de L[x1 ,x2 , ... ,xn1 e portanto f perte~ce 
a todo ideal maximal de L[ xi ,x2 , .. -. , xn] que contem o ideal 
I= ( g 1 , g 2 ~ ••• , gr) e consequentemente à intersecção 
desses ideais maximais. Por (2.2.5) a intersecção de todos 
os ideais maximais (ou de G-ideais, no caso) -é o radical 
de I. Assim f E r(I) e portanto existe n E 1m tal que 
n f E I= (gl,g2, ... ,gr) 
vi) Se (fi,t 2 , ..• ,fr) ~ L[x1 ,x2 ,. 
um ideal maximal M de L[ x 1·,-x2 , .•. ,xn] tal que. 
o 1 X ) 
n 
existe 
(f 1 ,f 2 ,ooo,fr) c M 
... , xn 
i = 1,2, 
- a 
n 
• o • , r 
Corno M = (x1 - a 1 , x 2 - a 2 , 
segue que fi (a1 ,a2 , ... ,an) =O para todo 
e portanto as polinomiais em questão tem um zero em comum. 
3.3.2 COROLÂRIO 
Seja K um corpo algebricamente fechado e seja 
R K[x 1 ,x2 ,ooo 1 xn] o Sejam f 1 , f 2 , ... fr E R. As equações 
f . = O ( i .= 1, 2 , o o o , r) 
l 
tem solução comum se, e somente se, não existem g 1 ,g2 , ... , 
elementos de R com 
flgl + f2 9 2 + ··• + frgr = 1 
DEMONSTRAÇÃO: 
Se as equações fi= O (i= 1, 2, ooo 1 r) 
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na o tem s.oluyão comum então ( 3. 3.1, vi) devemos ter que 
(f1 ,f2 , ... ,fr) =R 
e portanto existem gi E R ( , -~ 1, 2, ... , .n) tal que 
flgl + f2g2 + ··• + frgr ~ 1 
Por outro lado, se (a1 ,a2 , ... ,an) é uma solução 
comum de fi= O (i= 1,2, ... ,n) então para todo gi E R 
( i = 1,2, •.. ,n) teremos: 
1 = rfi_(al,a2, •.. ,an)gi(al,a2, ... ,an) =o 
o que é urna contradição •. 
3 • 3. 3 P IDPOSIÇÃO 
Seja·K um corpo (não necessariamente algebrica-
mente fechado). Então um _ideal maximal de R= .K[x1 ,x2 .•. ,xn] 
pode ser gerado por n elementos. 
·DEMONSTRAÇÃO: 
Faremos a demonstração por indução sobre n. 
Se n =· 1 ternos que K[x1 ] é um PIC e portanto 
um ideal maximal é gerado por um elemento.· 
Assumindo o resultado para todo k < n ternos: 
R= K[x1 ,x2 , •.. ,xn] :: K[·x1 ,x2, ... ,xn-l}~xn] 
onde lembramos que R e K[x1 ,x2 , ... ,xn-l] são anéis de Hil-
bert. 
Se M é um ideal maximal de R, temos: 
M n K[x 1 ,x2 , •.. ,xn_1 l = N 
é maximal em K[ x 1 ,x2 , ... ,xn-l] (3.1.9) e pela hipótese de 
indução é gerado por n-1 elementos. Finalmente, por (2.2.8) 
M pode ser gerado por N e mais um elemento f E R e pcrtan-
to M é gerado por n elementos. 
3.3.4 PROPOSIÇÃO 
Seja A um anel de Hilbert tal que todo ideal ma-
ximal de A pode ser gerado por k elementos. Então qualquer 
ideal maximal de A[x1 ,x2 , ... ,xn] pode ser gerado por k + n 
elementos. 
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DEMONSTRAÇÃO; 
Faremos a demonstração por indução sobre n. 
Se n = 1 então, como A e A[x1 l são anéis de Hil-
bert, a contração de um ideal maximal M de A[x1 ] em A é 
maximal (3.1.9). Assim, (2.2.8) se aplica eM pode ser ge-
rado por k + 1 elementos. 
Assuma-se o resultado para todo k < n e proceda-
-se corno no lema anterior. 
3.3.5 PROPOSIÇÃO 
Seja M Um ideal maximal em T = A[ xt ,x2 , •••. ,xn] 
tal que M n A = (O) . Então M pode ser gerado por n + 1 e-
lementos. 
IEMONST RAÇÃO; 
Por (2.1.15_) A é um G-dominio e ~ntão K, o corpo 
quociente de A é tal que. K = A[ u -l] com u E- A, u f:. O. 
Como u E A c T temos Ü E T/M e u f O {pois por 
hipótese M n A = (O)). Assim, existe g E T/M tal que u g = T 
o que nos permite considerar g E T de modo ~ue ug - 1 E M. 
SejaS= T/(~g~l) e ó: K ~ s definida por: 
-~(r} = r = r + {ug-1) para todo r E A e 
~ (u-1 ) = g = g + (ug-1), um homomorfismo nao nulo. 
Então~ é injetor (1.4.4) e portanto S contem u-
ma cópia de K. Assim, S = rP (K)[ X1 ,X2 , ••• ,Xn] = K[X1 ,x2 , •.. ,xn] 
onde xi = xi + (ug-1). 
Agora, se M é maximal em -T 1 sua imagem em·S e 
M/(ug-1) que é maximal pois: 
[ T/(ug-1)] /[M/(ug-1)] = T/M 
que é um corpo. Agora, por (3.3.3) M/(ug-1) pode ser gera-
do por n elementos e consequentemente M pode ser gerado por 
n+l elementos. 
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HILBERT NULLSTELLENSATZ e GEOMETRIA ALGEBRICA 
Neste apên~ice provaremoS alguns resultados elemen-
tares da Geom~tria Algébrica utilizando-nos dos resultados o~ 
btidos nos capítulos anteriores~ Um dos objetivos deste apên-
dice é examinar as versões ·alge'Qro-geométricas do HILBERT 
NULLSTELLENSATZ ( Teorema A-5 e A-6 ) • 
Sejam: K um corpo algebricamente fechado, Kn o K -
espaço vetorial dai n-uplas sobre K e K[x 1 ,x 2 , •.. ,x0 ] o anel 
dos polinômios em n variáveis sobre K. 
A.l DEFINIÇAO 
Se I é um ideal de K[ x1 ,x2, ... ,xnl , seja: 
V(r) = {(a1 ,a2 ,_ •. .,an) E Kn: f(a 1 ,a2 , ... ,an) =O, Yf E I} 
O conjunto V(I) será denominado uma VARIEDADE ALe 
GEBRICA A~IM ou simplesmente VARlEDADE. 
OBSERVAÇOES: i) Se I = K[x1 ,x2 , ... ,xn] então V(I) =I> 
. ii) Se I = (O) então V(I) = Kn 
A. 2 DEFINIÇÃO 
Se S c Kn, seja: 
J(S) ={f E K[x1 ,x2 , ... ,xn]: f(a1 ,a 2 , ... ,an)=O V(a1 , ... ,an)E S} 
O conjunto J(S) denomina-se IDEAL da variedade S. 
OBSERVAÇOES: i) Se S = Kn então J(S) =(O); 
A. 3 LEMA 
ii) Se S =f então J(S) = K[x 1 ,x2 , ... ,xn]. 
Com as notações anteriores, temos: 
i) Se S c Kn então J(S) é um ideal de K[x1 ,x2 , ... ,xnl 
ii) Se S c ·T então J(T) c J(S); 
iii) Se P c Q são ideais de K[x 1 ,x 2 , ... ,xn] então vale 
V(Q) c V(P); 
i v) Se I e um ideal de K[ x 1 ,x2 , ... ,xn] então temos 
J(V(I)) :o I; 
v) Se S c Kn então V(J(S)) :J. S. 
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DEMONSTRAÇÃO: 
Imediatas, a partir das definições. 
A.4 LEMA 
Nas notações anteriores, te~os: 
i) V(I) = V(r(I)), para todo I ideal de K[x1,x2, ... ,xn]; 
ii) V(I n J) = V(I) u V(J) para todos I,J ideais de 
Krx 1 ,x2 ; ... ,xn] ; 
iii) V( I Ia) = ~ V(Ia) onde {Ia}aEA e uma família de 
asA 
ideais de K[x1 ,x2 , ... ,xnl-· 
DEMONSTRAÇÃO: 
i) Como I c r(I) temos V(I) ~ V(r(I)) por(A.3 ii). 
Por outro ladci,· se P E V(I) 
do f E I donde g(P) = O para todo g E 
algum n E~ , e gn(P) = [g(P)ln =O 
então f(P) = O para to-
r(I) já que gn E I para 
o que fornece g(P) = O. 
Assim, V(I) c V(r(I)) e tem0S a igualdade. 
ii) Como I n J c I e I n J c J temos (A.3, iii) que 
V(I n J) ~ V(I) e V(I n J) ~ V(J) donde V(I n J) ~ V(I) u V(J). 
Reciprocamente, se existe P E V(I n J) - V(I) u V(J) 
então existem g E I e h E J tal que g(P) j O e h(P) f O, mas 
com f= gh E IJ c In J. Mas então temos f(P) = g(P)h(P) = o 
o que implica g(P) = O ou h(P) = O, um absurdo. Assim, temos: 
V(I n J) c V(I) u V(J). 
iii) Como Ia c I~a , para todo a E A temos que (A.3) 
aEA 
V( Ira) c n V(Ia)· 
• 
Seja p E n ver.). Se g E I Ia 
• 
então g = I tafa onde 
aEA 
to: E K[ x 1 ,x 2 , ... ,xn] e fo: E Ia: e todos os to: são 
um numero fini~o. Mas nessas condições, temos: 
g(P) = It.(P)f.(P) = o 
e dai segue quePE V( Ira). 
aEA 
nulos, exceto 
OBSERVAÇÃO; Seja T = {V(I): I é um ideal de K[ x1 ,x2 , ... ,xn]}. 
Então (Kn,T) é um espaço topolÓgico onde os V(I) são os fecha-
dos de Kn. 
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A.S TEOREMA (Forma Fraca do HILBERT NULLSTELLENSATZ) 
Seja I um ideal próprio de K[ x 1 ,x 2 , ... ,xn}. Então 
V(I) f-~. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Como I f K[x1 ,x2 , ... ,xn] existe um ideal maximal 
M de K[x1 ,x 2 , ... ,xn] tal que I c M. B bastante provar que 
V(M) f- o pois V(M) c V(I). 
Mas (3.3.l,iv) M = (x1-a1 ,x2-a 2, ... ,xn-•nl onde 
ai E K, e é imediato que V(M) = {(a1 ,a2,.,.,an)l. 
A.6 TEOREMA (Forma Forte do HILBERT NULLSTELLENSATZ) 
Seja I um ideal próprio de K[ x 1 ,x 2 , .. ,xn]. En-
tio J(V(I)) = r(I). 
DEMONSTRAÇÃO: 
Por (A.3, iv) e (A.4,i) temos: 
r(I) c J(V(r(I))) = J(V(I)) 
Por outro lado observamos que K[ x 1 ,x 2 , ••• , xn] é 
um anel de Noetheriano (1.5.6) e portanto ·I. é finitamente 
gerado (1. 5.·3), digamos: 
I= (gl,gz·····gr) 
onde g. 
1 
e K[x 1 ,x 2 , ... ,xn]. 
Se f E J(V(I)) então f(P) = O para todo ponto 
p E V(I) = V(gl,g2, ·" ,gr) · Por (3.3.l,v) existe n E N tal 
que fn E I = (gl ,g2' · · · ,gr) e dai fEr(I). 
A.7 PROPOSIÇÃO 
i) A aplicação V : I ~ A é uma correspondência 
biunívoca entre o conjunto I dos ideais radicais I e o con-
junto A das variedades algébricas afins. 
ii) V = VJV e J = JVJ 
DEMONSTRAÇÃO: 
ii) Como V(J(V(I))) = V(r(I)) = V(I) por (A.6) e 
.(A.4,i), para todo ideal I, temos: 
VJV = V 
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Tambem, para V(I) E A , temos: 
J(V(I)) = J(VJV(I)) = JVJ(V(I)) 
e então 
JVJ = J 
i) Se V(I) E A entio J(V(I)) i (A.3,i) um ideal de 
K[ x1 , x2 , .••• x 0 ] • Dai (A. 6) temos que . 
r(J(V(I))) = JV(JV(I)) = JVJ(V(I)) = J(V(I)) por ii 
Daí, J(V(I)) E l e V(J(V(I))) = V(I) e a aplicação i sobre. 
Se V(I) = V(K) onde I,K E!, isto é, I = r(I) e 
K ·= r(K) entio: 
I = r(I) = J(V(I)) = J(V(K)) = r(K) = K 
e a aplicação é injetora. 
OBSERVAÇÃO: Os conjuntos A e 1 sao latices completos, como 
veremos: 
Sejam: V(I) ~-. V(J) = V(I + J) 
V(I) v V(J) = V(IJ) 
Com Isso teremos: 
V(I) V(J) 
V(I + J) 
Para ideais radicais sejam: 
I " J = I n J 
I..v J ~_r(I + J) 
Com 1sso teremos: 
e 
e 
Assim sendo, A o conjunto das variedades algébricas 
afins e um latice, bem como o conjunto 1 dos ~deais radicais. 
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( 
I 
Tais latices sao completos pois se A c A e B c 1, 
então A e B tem ínfimos e supremos, os quais são: 
i) O Ínfimo de A é V(tlal onde V(Ia) E A, para 
todo a; 
ii) O supremo de A é V(y r~) 
iii) O Ínfimo de B é RIO'. , onde lO'. E B para todo _a. 
i v) O supremo de B é r( ))a). 
a 
A.8 DEFINIÇÃO 
Uma variedade algébrica afim é IRREDUT!VEL se, e s~ 
mente se, V(I) = V(A) U V(B) =- V(I) = V(A) ou V(I) = V(B), 
onde V(A), V(B) EA. 
A.9 PROPOSIÇÃO 
Seja I um ideal radical de K[ x1 ,x2 , ... ,xn] . Então I 
é primo se, e somente se, V(I) ê irredutíve~ . 
. DEMONSTRAÇÃO: 
Seja I um ideal primo e suponha qUe 
V(I) = V(A) U V(B) = V(A n B) (A.4) 
Por (A.6) temos: 
I = r(I) = J(V(I)) = J(V(A n B)) = r(A n B) ~A n B ~ AB. 
Entio A c I ou B c I pois I é primo. Daí, (A.3) 
V(I) c V(A) ou V(I) C V(B). Como devemos ter V(I)=V(A)U V(B) 
segue que V(I) = V(A) ou V(I) = V(B). 
Reciprocamente, se I não ê primo, seja fg E I com 
f '/. I e g 'F I. Provaremos que 
V(I) = [V(I) n v (f) l u [V(I) n v (g) l 
onde V(f) = v ((f)) e V(g) = V((g)). 
A inclusão ~vale trivialmente. 
Por outro lado, se P E V(I) entio (fg)(P) =O e 
portanto f(P).g(P) =O acarretando f(P) =O ou g(P) =O. 
Assim, temos que P E V(f) ou P E V(g) e portanto 
p E V(I) n V(f) ou P E V(I) n V(g) e finalmente 
P E [V(I) n V(f)l u [V(I) n V(g)J 
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Agora é fácil ver que V(I + (f)) # V(I) e tambem 
V (I + (g)) # V(I) pois se tivessemos V (I +(f));V(I) n V(f) ; 
= V(I) então V(I) c V(f) e assim f E JV(f) c J(V(I) = r(I) = 
I o que é um absurdo. 
Assim concluímos que V(I)" nao é irredutíveL 
A. lO COROLÁRIO 
i) A aplicação V : P ~A 1 é uma correspondência 
biunívoca entre o conjunto P dos ideais primos de I e o con-
jU.ntoA1 das variedades algébriCélS afins irredu-tíveis; 
ii) A aplicação V : M ~ P é uma correspondência 
biunívoca entre o conjunto M de ideais maximais de I e o 
conjunto P de pontos de Kn. 
DEMONSTRAÇÃO: 
i) A. 9 
ii) (3.3.1, iv) 
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